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摘  要：为了探讨导致某石窟 4号硐顶板破坏的最初潜在原因，根据石窟变形破坏规律及结构边界条件，采用粘弹性薄板理

论，给出了广义开尔文模型下岩层的粘弹性变形、应力解析解。为了在任意一时刻给出全域应力、位移的分布状态，提出了

一种解析解全域逐点搜索法，将全域划分细密网格，用所建立的解析解计算每小区中点的应力及网格点位移值。通过分析计

算，给出了石窟顶板随时间变化的位移场、变形规律及顶板可能产生受拉破坏的变化规律，其中，有两处的受拉区分界线与

现在的破坏裂缝线基本吻合，说明石窟成形初期，因内能释放而产生的受拉区及其边界分界线是后来真正破坏的早期潜在不

稳定源。这一结论对保护和维护石窟稳定性具有实际参考意义。实例表明，所建立的模型及分析方法是正确和合理的，方法

及结论均具有通用性。 
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Analysis of initial latent causes for grotto roof damage  
 

WANG Zhi-yin1 , LI Yun-peng1, YANG zhi-fa2, MOU Hui-chong2 

(1.University of Petroleum，Beijing 102249, China;2.Institute of Geology and Geophysics, CAS,Beijing 100029，China) 
 

Abstract: In order to research into initial latent causes of roof damage for some Grotto No.4, the viscoelastic thin plate theory is used 
for setting up analytical solution of viscoelastic deformation and stress for the generalized Kelvin model, based on the laws of 
deformation and damage and structural boundary conditions for Grotto No.4 .To obtain the stress field and the displacement field of 
whole region at any time, a searching method of analytical total area point by point is presented, in which total region is divided into 
many small zones and each zone stress and each gridpoint displacement are calculated by given analytic formulas. By calculation and 
analysis，the displacement field and varied deformation and tensile damage region with time are given for the grotto top plate, where 
two dividing lines of possible tensile damage region are almost identical with in-situ measurement. This shows the boundaries of 
initial tensile region are unstable source of later real damage. The conclusion is useful to protecting and maintaining the grottoes. The 
case analysis has shown that presented model and analytical method are correct and rational. The method  and conclusion can be in 
common use. 
Key words: grotto; thin plate theory; viscoelasticity; tensile damage 
 

1  引  言 
某石窟位于我国河北省内，其始建于北齐（公

元 550 年 577 年），现存 7 个雕有（塑）精美佛像的

洞窟。据考证，它是我国仅存的北齐时期规模最大

且保存最完整的雕刻艺术宝库。图 1(a)给出了 4～6
号洞窟的结构布局情况。由于长期的自然因素、环

境因素和人为因素的影响与作用，使石窟产生了严

重的变形和破坏, 尤其是其中的 4 号石窟。据现场

勘察，4 号石窟洞顶近似为平顶 (如图 1(a) 所示)，

横截面跨度较大。在早期的开挖释放荷载、长期的

自重和各种自然因素（如地震、降雨等）的作用影

响下顶板产生了严重的破坏与破裂现象, 如图 1（b）
所示。顶板被 4 条裂隙切割成 7 个区域，处于极不

稳定状态。为了探讨导致石窟顶板破坏的最初潜在

原因及现阶段影响石窟顶板稳定性的主要因素，对

4 号石窟顶板目前出现的破坏现象进行了深层次的

远期分析推断。文中采用解析分析法，其中边界条

件的确定, 是根据对几种边界约束条件下的分析、

计算与实际比较后给定的。当然，这种简化分析方
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法及模型与实际结构有一定的差异，但其所得结论

简单明确，且能有效的说明导致 4号石窟顶板破坏

的早期潜在原因。因此，通过对 4号石窟顶板进行

的理论分析，可得到一些有意义的研究结论，为石

窟采取合理的治理方案，提供理论依据和参考。 

 

 
(a) 石窟 4，5，6 号洞结构布局示意图 

 

(b) 石窟 4 号洞顶板裂缝分布图 

图 1 分析模型示意图(单位:mm)  
Fig.1 Sketch of analytical model(unit:mm) 

 

2 石窟薄层顶板的粘弹性力学模型  

根据现场对石窟的实测资料及图 1（a）所示结

构图可知，石窟 G4 的顶板厚度为 0.7 m，长度和宽

度的尺寸分别为 3.36, 3.32 m。由计算顶板厚度与最

小宽度的比值可知，顶板可近似简化为薄板模型
[1]
。

考虑石窟及其顶板可能在经长期变形后才发生破

坏，故利用薄板粘弹性理论对石窟 G4 顶板早期的

力学行为进行理论分析。首先找出弹性解，再根据

粘弹性对应原理，通过拉普拉斯变换与逆变换，最

后得到粘弹性解[2～8]，实现对石窟 G4 顶板长期变

形的理论分析。 

2.1  岩层弹性位移及应力 

由顶板与周围岩体之间的相互依附关系，根据

现场勘测资料、顶板的变形破坏形态以及图 1（a）
所示的结构特点，忽略边墙变形，对顶板的边界条

件作简化处理。图 1（b）中，上、下边界为 4 号洞

两侧边界，侧面边界取为简支；左边界为 4 号洞的

底边界，受两侧岩体及其后方岩体约束作用，不仅

在 x，y 向产生的位移很小，而且在此处 x，y 面产

生的转角也极小，因此可假设为夹支，右边界为洞

口则取为自由边。坐标系： x轴沿下边界向右为正

方向， y 轴沿左边界向上为正方向， z 轴向上为正

方向。故此，由薄板弯曲理论，选取满足边界条件

的近似弹性位移函数，并由瑞次法得到弹性位移的

表达式为 
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式中  a 为板长(x 向长度)；b 为板宽(y 向长度)。 
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式中 E 为板的弹性模量； 为板的泊松比；h 为

板的厚度；q 为作用在板面上的面力及板内体力之

和。 

根据内力计算公式，得到岩层薄板下边缘处的

弹性各应力分量为 
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2.2  岩层粘弹性位移和应力
 

对于岩层薄板的粘弹性位移和应力，借助于粘

弹性力学中的对应原理，利用岩层薄板的弹性解，

将其变换到拉普拉斯空间，得到在拉氏象空间中的

粘弹性表达式, 然后再取拉氏逆变换，即可得到岩

板的粘弹性位移和应力分量。 

对应原理中的 2个重要公式为弹性模量和泊松

比对应于在象空间中的 )(   ),( ssE  表达式。在粘弹

性理论中，已经给出了可供进行拉氏变换采用的

)(   ),( ssE  表达式。为了使在粘弹性分析中在时间

为零条件下得到与弹性解完全相同的解,本文对粘

弹性三维本构关系采用与弹性对应关系类似形[5.8]，

给出 )(  ),( ssE  的表达式为
[5]
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式中  QQPP    ,  ,   , 为与采用的粘弹性模型有关

的微分算子在相空间中的表示形式。 

对于广义开尔文模型：    
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当不考虑静水压力部分产生的粘性变形时 

            1P ； KQ                （7） 

式中  0G 为弹性剪切模量；   ,1G 分别为对应于开

尔文模型的粘弹性剪切模量和粘性系数；K 为弹性

体积模量；S 为拉氏相变量。 

将荷载 q 视为均布突加荷载 )(0 tHq , 对式(1) 
～(4)作拉普拉斯变换后，把式（6）和式（7）代入

化简，经繁琐的运算与推导，并取拉氏逆变换得到

岩层薄板的粘弹性解。粘弹性弯曲位移表达式为 
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粘弹性各应力分量为 
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3  岩层薄板粘弹性解析全域分析法 

对于以上建立的公式, 当给定某点的坐标值

后，可计算分析该点依赖于时间的应力和位移，并

根据应力状态判断其受力状态。由此可见，对于解

析分析法，一般只能给出指定点的各种状态或曲线，

而不能直接直观地给出全域的变化趋势图。为此，

本文提出一种全域解析搜索法，将以上所建立的公

式编写为计算机程序，划分研究区域为细密网格小

区(zones)集，网格交点为 gridpoints，在全域内进行

逐点搜索计算，得到每个小区中点的应力和各网格

点的位移值，选择强度理论模型进行区域状态分析

判断，给出各区域的应力状态特征，并由此形成研

究区域应力状态图，位移趋面图等。 
对于图 1 所示 4 号石窟顶板岩层的简化薄板模

型，考虑石窟开挖释放荷载对顶板产生的影响，在

计算横向荷载时，不仅考虑顶板的自重(27 kPa /m)，
同时计入顶板下板面上（0.7 m 处）的开挖释放荷

载，即 0.7×27 kPa。 采用的弹性模量为 4.8 GPa，
泊松比为 0.3，粘弹性剪切模量和系数分别为 2.6 
GPa 和 31.5 GPa/d。为了在计算过程中判断任意时

刻的受拉区和各 zone 的受力状态，采用全域解析 
搜索法，将薄板划分为 6 972 个 zones, 7 140 个

gridpoints。用于判断的塑性屈服条件采用 Drucker- 
Prager 模型（仅作判断，不作弹塑性分析）。对受拉

区的划分有两种形式，一种是凡处于受拉状态的

zone 均可作为受拉区的组成小区；另一种是给定一

个拉应力值（如岩层的抗拉强度），凡大于等于这个

给定值的受拉 zone 均可作为受拉区的组成小区。 
本例中采用了后者，其中给定的抗拉强度取自室内

岩块试验值的 1/10，即为 0.588 MPa，室内单轴抗

压强度的 1/10为 11.196 MPa, 抗剪强度参数的  ,c

1533 
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值由已知的抗压和抗拉强度值及莫尔-库仑条件导

出,分别为 1.326 MPa 和 64.1848°。计算到近 2 个月

后变形基本趋于稳定值，且一直没有出现塑性区。

采用 WINSURFER 科技绘图软件，对上述计算获得

的离散区域的各物理量进行图形处理，给出部分结

果如图 2～11 所示。图 2～5 其水平方向为 x 坐标 

（板长方向），竖直方向为 y 坐标（板宽方向）；图

6 和图 7 的水平面为将 XY 平面旋转 90°后的位置，

坐标同前几图, 而垂直于该面的坐标为板的挠度变

化值。 
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图 2  t= 0 d 时的位移等值线图(单位：m) 

Fig.2 The displacement contours at t = 0 days(unit: m) 
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图 3 t =100 d 时的位移等值线图(单位：m) 
Fig.3  The displacement contours at t =100 days (unit:m) 

 

4  计算结果分析 

4.1 变形趋势规律分析 

由图 2 和图 3 中 2 个特殊时段的石窟顶板重直

位移等值线图可见，随着时间的推移，变形呈逐渐

增加的趋势。由于受到顶板周边约束的限制，洞口

顶板中点区域成为变形最大区域是显然的。 

图 4 和图 5 的变形（位移）矢量场以及图 6，

图 7 所示的顶板变形趋势面图印正了这一规律。由

图 8 中顶板自由边正中附近不同点位移随时间的变

化曲线可见，变形在不到 2 个月均趋近于稳定值，

图 8 中 a 线为偏离中心点 32 cm 处的变形曲线，b
线为偏离中心点 16 cm 处的变形曲线，c 点为中心

点，d 点距中心点为 4 cm。在洞口自由边，沿垂直

方向的变形规律见图 9，图中 a 线为 t = 0 时自由边

的变形曲线；b 线为 t =50 d 时自由边的变形曲线，

c 线为 t =100 d 时自由边的变形曲线。由图 9 可见

随着时间的变化，在近 50 d 左右后洞口竖向位移几

乎处于稳定值状态，这也许是该石窟长期稳定的原

因之一。 

 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0.000200

0.000400

0.000600

0.000800

0.001000

0.001200

0.001400

0.001600

 

 

图 4 t = 0 d 的位移场图 

Fig.4  The displacement vectors at t =0 days 
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图 5  t =100 d 的位移场图 
Fig.5  The displacement vectors at t =100 days 
 

4.2 受拉区分析 

图 10，图 11 分别为 1 ≥ 0.588 MPa 时顶板下

板面受拉区和 1 ≥ 15.0 MPa 时顶板下板面受拉区

图。其中 3 区为双向受拉区，即主应力 21   ,  均大

于等于给定的受拉指标值；2 区为单向受拉区,即只

有主应力 1 大于等于给定的受拉指标值。受拉区

1 ≥0.15 MPa 指标是利用图 1(b)中上边界左侧裂

缝到左上角点的距离为 74 cm 进行反算而获得的。 
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图 6  t = 0 d 的位移趋势面图 

Fig.6 The displacement grade surface at t =0 day 
 

 
 

图 7  t =100 d 时的位移趋势面图 

Fig.7  The displacement grade surface at t =100 d 

 
图 8  顶板自由边正中附近点位移随时间变化曲线 

Fig.8 The displacement time curves of middle points at free edge            
 

 
图 9  顶板自由边位移随时间的变化曲线 

Fig.9 The displacement curves of free edge with time 

 

 
图 10 1σ ≥0.588 MPa 时顶板下板面受拉区 
Fig.10 The tensile area at 1σ ≥0.588 MPa 

 

图 11 1σ ≥0.15 MPa 时顶板下板面受拉区 
Fig.11 The tensile area at 1σ ≥0.15 MPa 

 
由图 1 所示的石窟顶板破坏开裂线与图 10 及 

图 11 所示石窟顶板下板面受拉区分析对比可知，顶

板上边界左侧受拉边界线距上左侧角点为 72 cm,这
与实际量测的 74 cm十分接近; 而洞口左侧即(图 1)
右下方左侧的裂缝距右下角点为 116 cm，计算结果

（图 11）中的尺寸为 120 cm。在这 2 个相近裂缝处

均有沿横向的受拉曲线，这也和现场实测结果图 1
有一定的相似性。在实际计算中，受拉区的单元并

未彻底破坏，最初岩板下板面沿某方向达到抗拉强

度，以后随时间变化。随着受拉区边界上变形不断

增加，应力状态也不断达到新的状态，受拉区，向

板内发展，呈多向受拉状态。但 50 d 后变形趋于稳

定，应力不再变化，按本文所取参数的计算结果，

石窟顶板并没有真正出现破坏掉落。 
根据图 1(b)所示实际现场的破坏现象可以设

想，在石窟形成并变形趋于稳定后，虽然围岩具有

受拉区但并未破坏，而且长期处于稳定状态。可能

由于某一历史时期地震或其他人为因素或自然因

素，使得原本处于大面积受拉状态中的应力应变突

然发生较强烈的变化与发展，尤其是顶板受拉区向

板内部延深，使顶板大范围沿其垂直方向均处于受

拉状态，并沿原受拉边界产生真正的裂缝和扩展，

形成图 1(b)所示的破坏状态图。因此,最初产生受拉

区及其边界线是后来真正破坏的早期潜在不稳定源。 
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5  结  论 

(1) 文中采用粘弹性矩形薄板理论，对某石窟 4

号洞的顶板破坏形成的早期潜在原因进行了分析探

讨，并采用全域解析逐点搜索法给出了全域应力场、

变形场及受拉区域图。所给变形及受拉区分界线与

实际情况有一定的相似之处，特别在顶板的两处开

裂位置吻合较好，由此可见，文中所建理论分析模

型趋于合理且有一定的实用意义。 

(2) 由分析所得的破坏及变形趋势规律可见， 

开挖后变形初期产生的受拉区及其边界分界线是后

来真正破坏的早期潜在不稳定源。 

(3) 结论(2)虽然来自于 4 号石窟顶板的变形分

析，但对类似的其它石窟分析与保护具有普遍参考

意义。 

(4) 文中部分结论和实际情况的差异（如破坏 

规律），主要产生于在计算中没有考虑历史上本地 

区的地震及当时开挖方式与其它自然或人为因素 

的影响，对于这些问题，由于目前无法考证，因而

现在仍不能作合理的分析。更符合实际的探讨有待

于进一步深入考查和研究。 

(5) 文中采用的全域解析逐点搜索法，简单   
有效，弥补了解析法的不足，且分析结果接近于有

限元法后处理效果。    
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